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Eserizio 1 (12 punti) Vogliamo studiare il ampo si spezzamento di X3 −√2 sui ampi Q[√2] e Z11[
√
2].
a. Determinare, se esistono, tutti i possibili omomorsmi φ : Z[
√
2]→ Z7;
Riordando he esiste un unio omomorsmo Z → A per ogni anello A rimane da individuare le
possibili immagini di
√
2. L'immagine di
√
2 deve essere un elemento he al quadrato dà 2 (perhé φ è
un omomorsmo) e quindi le unihe possibilità sono 3, 4. Abbiamo quindi due possibili omomorsmi
φ1(a+ b
√
2) = a+ 3b
φ2(a+ b
√
2) = a+ 4b.
È immediato veriare he sono entrambi omomorsmi.
b. Utilizzare il punto preedente per stabilire se X3 −√2 è irriduibile su Q[√2];
Sia ϕ : Z[
√
2][X ] → Z7[X ] l'unio omomorsmo he estende φ1 e tale he ϕ(X) = X . Se X3 −
√
2
è riduibile in Z[
√
2] lo sarebbe anhe la sua immagine X3 − 3 ∈ Z7[X ]: ma questo polinomio è
irriduibile non avendo radii. Siome Z[
√
2] è eulideo e quindi a fattorizzazione unia possiamo
appliare il lemma di Gauss e onludere he X3 −√2 è irriduibile anhe in (Q[√2])[X ].
. Determinare il grado del ampo di spezzamento di X3 −√2 su Q[√2].
Se α è una radie reale di X3 − √2 abbiamo he [Q[√2, α] : Q[√2]] = 3 per il punto preedente.
Tuttavia questo ampo non può ontenere tutte le radii di X3−√2 perhé è un ampo reale e quindi
è neessario eettuare un'altra estensione di grado 2. Il ampo di spezzamento ha quindi grado 6.
Eserizio 2 (12 punti) Consideriamo l'anello A = Z17[
√
2] .
a. Stabilire se A è un dominio.
Osserviamo he 6 + ε ha norma 0 e quindi A non è un dominio.
b. Determinare quanti sono gli elementi invertibili di A.
Gli elementi invertibili sono quelli he hanno norma invertibile: siome l'anello dei oeienti è un
ampo è più semplie alolare quelli non invertibili, ioè quelli di norma 0. Sia quindi α = a + bε
tale he N(α) = 0; abbiamo
N(α) = a2 − 2b2 = a2 − (6b)2 = (a+ 6b)(a− 6b).
per ui N(α) = 0 se e solo se a = ±6b: gli elementi he soddisfano questa ondizione sono 33 (due
selte per a per ogni valore di b 6= 0) e quindi gli invertibili sono 172 − 33.
. Mostrare he A possiede esattamente 4 lassi di assoiatura.
Una lasse è formata da 0 e una lasse dagli elementi invertibili. Le altre due lassi sono date da
C1 = {a+ εb : a = 6b, a 6= 0}
e
C2 = {a+ εb : a = −6b, a 6= 0}.
d. Determinare tutti i possibili quozienti di A. Vediamo i possibili ideali di A.
Osserviamo he un ideale è neessariamente unione di lassi di assoiatura. Se un ideale I ontiene
un invertibile allora I = A e quindi A/I = {0}. Se I ontiene sia un elemento di C1 he di C2 allora
sia C1 he C2 e quindi un invertibile e quindi riadiamo nel aso preedente. Le unihe possibilità
rimaste sono C1 ∪ {0}, C2 ∪ {0} e {0} e questi sono eettivamente ideali. Se I = C1 ∪ {0} allora A/I
è un ampo (perhé I è massimale) on 17 elementi...
Eserizio 3 (12 punti) Sia A l'anello Q[X ] e onsideriamo le sue estensioni quadratihe A[
√
X], A[
√
X2]
e A[
√
X3].
a. Mostrare he A[
√
X] è un dominio.
Basta mostrare he nessun elemento non nullo ha norma nulla. Se N(f + εg) = 0 on f, g ∈ A
abbiamo f2 = Xg2 non è possibile perhé X avrebbe moltepliità pari in f2 e dispari in Xg2 (se
questi sono nulli).
b. Mostrare he A[
√
X2] non è un dominio.
Infatti l'elemento X − ε ha norma mulla.
. Mostrare he A[
√
X3] è un dominio ma non è un PID.
Per mostare he A[
√
X3] è un dominio si proede ome nel punto (a). Per mostrare he non è un PID è
suiente mostrare, ad esempio, he l'ideale (X,
√
X3) non è prinipale oppure heX3 = X ·X ·X = ε2
ammette due distinte somposizioni in irriduibili
d. Mostrare he A[
√
X] è isomorfo ad A e quindi è un dominio eulideo.
Basta osservare he A[
√
X] altri non è he l'anello dei polinomi a oeienti in Q nella variabile
√
X
e infatti si veria failmente he l'appliazione ϕ : A[
√
X]→ A data da
ϕ(a0+a1X+ · · ·+anXn+ε(b0+b1X+ · · ·+bmXm) = a0+a1X2+ · · ·+anX2n+X(b0+b1X2+ · · ·+bmX2m
è un isomosmo di anelli.
